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Introduction 



O ■ La présente note est une continuation d'un periprint, sur les n-catégories et n- 

groupoïdes non stricte [Ti], en vue de montrer le Théorème suivant : 

O ' Théorème (3.0) : On désigne par n-Ho-Top la catégorie localisée des espaces 

^ ■ topologiques n-tronqués par les équivalences d'homotopies faibles et par n-Ho-Gr la 



. catégorie localisée des n-groupoïdes par les n- équivalences extérieures. Alors les deux 

O 

0\ 



^ ! Joncteurs 



n — Ho — Top — EziU — y ji _ }Jq _ Qj. 



O 

m 

réalisation géométrique \ \ et n-groupoïde de PoincaréIln{ ) induisent une équivalence 
■ entre les deux catégories n-Ho-Top et n-Ho-Gr. 

> 

^ ' On aborde le problème en deux étapes : la première consiste à construire, pour 

(73 ' chaque espace topologique n-tronqué X, un isomorphisme | n^(X) | >X dans 

la catégorie n-Ho-Top compatible avec la fonctorialité en X. La deuxième est de 

construire, pour tout n-groupoïde $, une n-équivalence extérieure $ ^H^d $ |) 

compatible aussi avec la fonctorialité en $. Pour cela on s'inspire d'un résultat de Segal 
[SI] sur les espaces topologiques simpliciaux qui résout déjà la deuxième étape pour 
n = 1. On utilise aussi quelques résultats de Bousfield-Kan [BK] qui traitent aussi 
le cas n = 1 et montre que la limite homotopique directe d'un espace topologique 
bisimplicial est faiblement équivalente à la diagonale de celui-ci. Puis on introduit 
deux foncteurs Vt et TZ comme suite : 

(n + 1) - ETS m - ETS 

< 



qui permettent de donner une autre interprétation au n-groupoïde de Poincaré et la 
réalisation géométrique d'un espace topologique n-simplicial. On montre, pour tout 
espace topologique X, on a le diagramme d'équivalences d'homotopie faibles suivant : 



1 



7^"(Fo^î"x) 



X 



Unix) 



OÙ F(i^) = Y X7ro(y)9 7ro(l^)'^ paragraphe (3.3). Lorsqu'on regarde ce diagramme dans 
la catégorie n-Ho-Top on obtient un isomorphisme de | n„(X) | vers X compatible 
avec la fonctorialité en X . Au deuxième étape on construit pour tout n-groupoïde $ 
une n-équivalence extérieure de $ vers 11^(1 $ |) compatible aussi avec la fonctorialité 
en $. D'autre part on vérifie que les foncteurs | | et n„( ) préservent les équivalences 
par lesquelles on localise, ce montre que ces foncteurs induisent effectivement une 
équivalence entre les catégories n-Ho-Top et n-Ho-Gr. 

On appelle espace topologique n-simplicial un foncteur contravariant de la catégorie 
A" vers celle des espaces topologiques. Une transformation (resp. isomorphisme) na- 
turelle entre de tels foncteurs sera appelée morphisme (resp. isomorphisme). Lorsque 
n = on retrouve les espace topologiques et les applications continues et pour n — 1 
on dit simplement espace topologique simplicial. Soient n > un entier et X un es- 
pace topologique. On dit que X est n-tronqué si et seulement si pour tout x & X les 
groupes d'homotopies 7ri{X,x) sont nuls pour i > n. 

(3.1).— QUELQUES RÉSULTATS DE G. Segal ET Bousfield-Kan : 

Définition (3.1.1) : On appelle espace simplicial de Segal un espace topologique 

simplicial $ vérifiant les trois axiomes : 

(i) L'espace $o est muni de la topologie discrète. 

(ii) Pour tout entier m > 2, le morphisme : 

> *lX$o • • • X$o$i 

est une équivalence d'homotopie faible (e.h.f). 

(iii) L'ensemble simplicial tto o $ est le nerf d'un groupoïde. (Les axiomes (i) et (ii) 
entraînent que ttq o $ le nerf d'une catégorie.) 

La construction de la réalisation géométrique d'une n-pré-catégorie dans [11] garde 
aussi un sens pour les espaces topologiques n-simpliciaux, mais dans ce cas on tiendra 
compte de la topologie des espaces $m où M est un objet de A"'. On rappelle que 
cette réalisation géométrique est définie par : 

|^|=[U*MXi?^]~ 
M 

où ~ est la relation qui permet d'identifier l'élément (a;, u (a)) à l'élément {a (x), a), 
pour tout a : M >M' et tout (x, a) dans $ , x R .La topologie de | $ | sera 
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induite de la topologie produit puis la topologie quotient. Lorsque $m n'est pas munit 
d'une topologie, on lui donne la topologie discrète. 

Soient $ un espace simplicial et x, y deux éléments de $0: on désigne par ^i{x,y) 
l'image inverse de {x,y) par le morphisme : 

$1 > $0 X ^0 

$i(a;,2/) = {/e$i I ôo{f)^xetô[{f)=y} 

D'autre part on a une injection $o | ^ | qui envoie tout élément x de $o vers la 

classe I (s, 1) I dans | $ |. Dans la suite on identifie $o avec son image dans | $ |. On 
a un morphisme : 

^i{x,y) > Ch''^y{n^) 

La notation C/i^'^(| $ |) désigne l'espace des chemins de x vers y dans | $ | et 
le morphisme a est ce lui qui à chaque / G fait correspondre le chemin 

r : R > I $ I tel que T{t) —\ (/, t) |. Ce chemin va bien de x vers y en effet : 

soient les morphismes 5qt5\ : {1} et Sq,Si : alors on a : 

{f,Sl{l))^{5'M,l) = {x,l) = x 

{f,ôlil))^iô[if),l) = iy,l)^x 

Lorsque $ est un espace topologique simplicial on notera TZ^ =| $ |. On peut 
maintenant énoncer le théorème principal de G. Segal. 

Théorème (3.1.2) Si $ est un espace simplicial de Segal, alors on a : 
(i) Le morphisme a : ^i{x,y) >Ch^'^ {71^) est une e.h.f. 

(a) L'injection $o ^T^^ induit une bijection du tronqué T(7ro o sur l'ensemble 

7^o(7^^). 

Preuve : G. Segal [SI] 

Faisons maintenant une construction dans une autre direction. Soit X un espace 
topologique et désignons par Hom~{R^,X) le produit fibré suivant : 

Hom-{R"',X) := Hom{R'^,X) Xxm+i 

La notation O'^^^c signifie le même espace avec la topologie discrète. L'espace 
Hom{R^, X) est munit de la topologie compact-ouvert. L'application de Hom{R'^,X) 
vers est celle qui associe à chaque m-simplexe / de Hom{R'^,X) ces (m+1) 

sommets : 

ifiQ)o<i<m OÙ s; : {1} >R^ 

Soit X un espace toplogique, on note par QX l'ensemble simplicial défini par : 
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(flX)^ := Hom-{W^,X) 
Remarquons ici que pour x^y dans X on a : {Q,X)^{x,y) = C/î^'^(X). 

Proposition (3.1.3) Si X est un espace topologique alors QX est un espace 
simplicial de Segal. 

Preuve : Remarquons d'abord que [ÇlX) est un espace topologique simplicial, tel 
que (fiX)o = X^^^'^. Considérons les morphismes sommets et côtés suivants : 



rï" S 

{1} ^ ^ R"^ < ^ R et posons R,,,+i = et ô'I (1) = e' 



On sait qu'il existe une rétraction par déformation r de iî"* sur la réunion de ces m 
sommets : 



R"^ >W U Ri,i+i .i?^ 

0<i<m-l 



tels que j o r ~ idjim et r o j = idw Le rétracte r induit un inverse homotopique du 
morphisme : 

{ÇIX)^ — — — >{^X)^x^çix)^ ■ ■ • X(nx)^{^X)^ par le morphisme 

^Ai,i+i, (oi, Oj+i)^ >[\ o r, {ai)i^ 

où A est le recollement des (Aj^j+i) suivant le diagramme : 



Ri,i+i > W < R 



m 



A 



A 



Aor 



X > X ^ X 

idx idx 

On vérifiera facilement qu'on a : ô^^n] o = ids et o ôy^n] ~ idj^ où 

A = (nx)^ et B= (nx), X ■ ■ ■ X (nx)„ i^X), 

Si H est l'homotopie j o r ~ id^m, alors l'homotopie (f) o 5^^] ~ id^ est définie 
explicitement omme suit : 

I X A > A 

(t,(/,(a,))) > (/oH(t, ),/oH(0,£,)) 
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D'autre part, si X est un espace toplogique, on a un morphisme 







n{QX) > X 

I {{f,ai),x) I > f{x) 

Théorème (3.1.4) Pour tout espace topologique X le morphisme : 

n{nx) > X 

est une équivalence d'homotopie faible. 

Preuve : (i) Vérifions d'abord qu'on a un isomorphisme entre les deux nerfs 
7Tq{QX) et ni(X). Soient m un objet de A, et F = Fi x F2 un chemin dans (QX)^ 
entre deux éléments (/, (xi)) et {g, (yi)) de (OX)^^. Alors Fi est une homotopie entre 
f et g dans Hom{Rrm X), ^t F2 un morphisme de l'intervalle / vers (^x^*^'^)"^"'"^ 
qui est nécessairement constant, car / = [0, 1] est connexe. Donc Fi est une 
homotopie qui fixe les sommets. On en déduit que le morphisme première projection 
Pri : {QX)jn ^Xjn induit un isomorphisme 



qui est en plus fonctorielle en m. D'où ijx '■ 7ro{0,X) ^Tli{X) est un isomorphisme 

naturel. 

(ii) L'ensemble 7ro(X) est égale à T[ni(X)] lequel en bijection avec T['Kq{QX)] en 

vertu de (i), donc d'après le Théorème de Segal le morphisme 71{0,X) >X induit 

un isomorphisme sur les ttq. 

(iii) Soient x, y deux points de X et considérons les deux morphismes : 

{nx)^{x,y) — - — > c/i^•^(7^(ox)) — ^ — > CN^'yix) 



ori a est une e.h.f d'après le Théorème de Segal, et /3 o a un isomorphisme par 
identification. Donc (3 est une e.h.f et induit par la suite des isomorphismes sur les 
groupes d'homotopie de TZ{Q,X) et X en degré > 1. 



Théorème (3.1.5) Si t : ^ est un morphisme entre espaces simpliciaux, 

tel que pour tout objet m de A le morphisme tm '■ esi une e.h.f. Alors 

TZt : TZ^ >TZ^ est une équivalence d'homotopie faible. 

Résumons d'abord les résultats de Bousfield-Kan [BK] qu'on va utiliser pour 
démontrer ce Théorème : 

(i) Si X est un espace topologique, alors le morphisme naturel : 
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I Sin{X) I > X 

est une équivalence d'homotopie faible, où Sin{X) est le foncteur singulier défini par 

Sin{X) = Hom{R^,X) ([BK] p. 329). 

(ii) Si / : $ est un morphisme d'ensembles 2-simpliciaux tel que pour tout 

entier m > le morphisme | fm \'-\ $m | ^ \ \ est une e.h.f, alors / induit une 

e.h.f sur les limites homotopiques | holim^ \ | holim'^ \ ([BK] p. 329). 

(iii) Si $ est un ensembles 2-simplicial, alors on a une e.h.f | holim^ \ > | diag^ \ 

où diag^ est la diagonale de $ définie par {diag^)m = $m,m ([BK] p. 331). 

(iv) On peut vérifier facilement que pour tout ensemble simplicial $ on a une e.h.f : 

I diagSin^ \ > \ $ | 



Preuve : (1) Pour tout entier m > et grâce à (i) on a un diagramme commutatif : 



Sin^rn I I Sin'^r 

$m > ^'m 



qui induit un autre diagramme commutatif sur les ni, donc /x est une e.h.f. 
(2) En vertu de (ii), (iii) et (iv) on a les deux diagrammes commutatifs : 



holimSin^ 



holimSin^ 



diagSin^ 



diagSin^ 



l/l 



on en déduit de même que cf) est une e.h.f et puis | / | est une e.h.f 



<> 



Maintenant on va procéder à une construction de deux foncteurs qui vont permettre 
grâce aux résultats précédents de donner une interprétation récurrente du n-groupoïde 
de Poincaré Iin{X) d'un espace topologique ainsi que sa réalisation géométrique 
construis dans [11]. En suite on va utiliser cette nouvelle construction pour montrer 
que les groupes d'homotopies des espaces X et | n„(X) | sont isomorphes. 



(3.2). 



LES FONCTEURS 7^ ET 



Soit n un entier positif. On désigne par n-ETS la catégorie des espaces topologiques 
n-simpliciaux et par n-ES celle des ensembles n-simpliciaux. 
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On désigne par IZ : (n+l)-ETS > n-ETS le foncteur covariant définit pour tout 

M objet de A"+^ par {Tl^)j^ := 7l{^^). On obtient alors une suite de ce genre de 
foncteurs : 

(n+l)-ETS n-ETS ETS Top 

D'autre part on définit un autre foncteur covariant Q, : n-ETS > (n+)-ETS pour 

tout {M, m) objet de A" x A par (0,^)^^,^ := (0,^^^)^. De même on a une suite de 
foncteurs : 

Top ETS n-ETS (n+l)-ETS 

Proposition (3.2.1) : Pour tout espace topologique X il existe un isomorphisme 
naturel entre les deux n-pré-catégories 7Tq{Q'^X) et n„(X) compatible avec la foncto- 
rialité en X. Et on en déduit que 'ïï^iQ^'X) est un n-groupoïde. 

Preuve : Montrons la proposition par récurrence sur n. Soient X un espace 
topologique et m un objet de A. On sait d'après la preuve du Théorème (3.1.4) que le 

morphisme première projection Pri : {QX)^ ^X^, induit un isomorphisme naturel 

rjj^ : 7ro(fiX) >Ili{X). On peut vérifier facilement que rjj^ est compatible avec la 

fonctorialité en X des foncteurs 7ro{'D,X) et ni(X). La proposition est donc vraie pour 
n = 1. Formulons notre hypothèse de récurrence comme suit : on suppose que jusqu'à 

un rang n il existe un isomorphisme naturel r]x '■ 7ro(0"X) >Iln{X) compatible 

avec la fonctorialité en X. Posons Y = {QX)m alors il existe un isomorphisme 

rjy '■ 7ro(n"y) >Tln{Y). Comme QX est un foncteur, il s'en suit que rjy est 

fonctoriel en m. Pour M objet de A"', la projection Pri induit un isomorphisme : 

Ym — {^X)m,M Xm,M 

qui préserve les relations d'équivalences et induit à son tour un isomophpisme 



Fm,M '■ Ym > Xm,M 

fonctoriel en X et en (m, M). Par suite on obtient un isomorphisme 

: Un({QX)^^ > Un+l{X)m 

Le composé des deux isomorphismes naturels : 

est un isomorphisme fonctoriel en X et en m. On en déduit un isomorphisme : 
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rt + 1 

compatible avec la fonctorialité en X. <C> 

Remarque : Un raisonnement analogue à celui utilisé dans la preuve de la 
proposition (3.2.1) montre qu'on a aussi, pour tout espace topologique X et tout 
objet M de A un isomorphisme naturel : 

ni((lî'^X)M) >Un+l{X)M 

compatible avec la fonctorialité en X et en M. 

Nous avons construit pour chacun des n-espaces topologique simpliciaux 7ro{0,'^X) 
et Tln{X) une réalisation géométrique de deux façon différentes. Comme ces deux n- 
espaces sont isomorphes, il est naturel de voir comment se comportent leur réalisations 
géométriques. 

Proposition (3.2.2) : Soit $ un objet de n-ETS. Alors les deux espaces 
topologiques TZ^^ et \ ^ \ sont homéomorphes. 

Preuve : Pour cela on va faire une récurrence sur n. Lorsque n = 1 on a 7^$ =| $ |. 
Supposons que la proposition soit vraie jusqu'à un rang n et soit $ un objet de (n+1)- 
ETS. En appliquant l'hypothèse de récurrence à 7?.$, on obtient un homéomorphisme : 

7e.^+i$ , I I 

On est donc amené à montrer que | 7?.$ | est homéomorphe à | $ | . Pour tout M objet 
de A on a un morphisme naturel : 



JJ $M,m X EJ^ > (7^$) 



M 



Et par suite un morphisme : 

^ = II $M,m xR^xR"^ ^ > l[m)M xR^ =B 

m, M M 

{a,{xQ,x)) > (^\ {a,xo) \,x^ 

ce morphisme préserve les relations d'équivalences définies sur A et B, en effet : 

Soient (a, (xq, x)) un élément de $M,m X-R"^ xR^ etrxa : [M] x [m] >[M ] x [m ] 

une flèche de A"' x A. Les deux éléments (a, (r x cr)" (a;o, a;)) et ((r x a) a, {xq^x)) 
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de A représentent la même classe dans | $ |. Montrons alors que leur images par 
représentent aussi la même classe dans | TZ^ \ . On a : 



ç!>(^a, (r X (7)"(a;o,a;)) = (^\ {a, a xq) \,t" x)^ 
(l)({TXa)'a,{xo,x)) = ( | ((r x (T)'a, xq) |, x 



En utilisant les deux diagrammes commutatifs suivants 

[M] X [m] 



[M] X [m] 



M ,m 



M ,m 



-X/r, 



-X/, 



[m'] 



[m'] X [m] 



[m'] X [m' 



(rx/. /,) 

^ [m J ^ 



(txV]) 



(/[M] Xct) 



M, m 



on obtient les relations suivantes : 



{{t X a)'a,xo) \ ^ | ((r x /[^j)' x (/j^'j x cr)'a, xq) | 
= \t' W ((-^[M'] X (^)'a,a;o) | 

= I t' Il {a,a"xo) I 



où I T I désigne le morphisme naturel 

I <^M' I 

\{a,y)\ 

Donc l'image par (f) devient : 



(^o^[m])'a,2/ 



^(^(t X a)' a, {xo,x)^ 



^1 r' Il {a,axo) \,x^ 
(^\ {a,axo) \,Tx)^ 
4)(^a, (r X a)"{xo,xj^ 



On en déduit donc que (p préserve les relation d'équivalences et par suite induit un 

morphisme | çi) | : | $ | > \ TZ^ \ . Le morphisme | (f) \ admet un inverse | G \ défini 

pour tout (a, xq, x) dans $M,m x R"^ x P^ix : 

I <^ Il (l ia,xo) \,x^ |:=| {a,{xo,x)) \ 
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Ce qui montre que | (/> | est un homéomorphisme, et par conséquent les deux espaces 
7?."$ et I $ I sont homéomorphes. 



Remarque (3.2.3) : Lorsqu'on remplaçe dans la proposition précédente ^> par 
7ro{Q'^X) on voit que Tl'^7ro{Çl'^X) est homéomorphe à | 7ro(0'^X) |, lequel est 
homéomorphe à | n^(X) |, car les deux n-groupoïdes 7ro(ri"X) et Tln{X) sont 
isomorphes. Donc on obtient un homéomorphisme : 

7e^7ro(îî"X) > I Unix) I 

Proposition (3.2.4) : Soit X un espace topologique. Alors pour tout n > 1 il 
existe une équivalence d'homotopie faible : 

WQ'^X — — — > X 
compatible avec la fonctorialité en X. 

Preuve : Le théorème (3.1.4) montre que la proposition est vraie pour n = 1. 
Supposons maintenant qu'elle soit vraie jusqu'à un rang n. Soit m un objet de A, 
donc en appliquant l'hypothèse de récurrence à l'espace Z{m) = {QX)m, il existe une 
e.h.f : 

7^"^î"Z(m) '"'^ ) Z{m) 
fonctorielle en Z(m). Or on sait que Z = QX est un foncteur, alors : 

,.n 

Tinç^n+lj^ > QX 

est un morphisme dans ETS. Donc d'après le Théorème (3.1.5) on obtient une e.h.f : 

Et en composant avec le morphisme n]^ : TZQX >X, on obtient notre morphisme 

fi^^ qui est fonctoriel en X car les foncteurs Q et TZle sont. <0 

(3.3).— LES ESPACES | n„(X) | ET X DANS n-Ho-T op : 

Soit X un espace topologique. La surjection canonique p : X >tto{X) n'est pas 

continue en général, si on munit 7ro{X) de la topologie discrète ; exemple : si X = AUB 
avec 

A = {{0,y) I -l<y<l} et B = {(x,sin{l/x)) \ 0<x<1/27t} 

L'espace X , munit de la topologie induite de celle du plan réel R^, est connexe mais 
n'est pas connexe par arcs et on a tto{X) = {A, B}. L'application p n'est pas continue 
car p{X) = 7ro{X) n'est pas connexe. 
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Comme on ne peut pas passer de X à tvq{X) par une application continue, il est 
possible de faire appelle à un espace intermédiaire qui aura cette propriété. Soit X 
un espace topologique on lui associe fonctoriellement un espace F{X) défini par le 
produit fibré : 

FiX) :=Xx,„(x).7ro(X)'^ 

où ( )^ et ( désignent respectivement la topologie grossière et la topologie discrète. 
On peut aussi voir cet espace comme la réunion disjointe : 

dise 

F{X) := n C 

aeK 

OÙ Ca est une composante connexe par arcs et K un système de représentants fixé. 
On récupère alors les deux projections comme deux applications continue vers X et 
7ro(X) : 

X — F{X) ^""^ ) 7ro(X) 

Proposition (3.3.1) : Pour tout espace topologique X , le morphisme Pri est une 
équivalence d'homotopie faible. Si en plus X est 0-tronqué le morphisme Pr2 est aussi 
une équivalence d'homotopie faible. 

Preuve : Un élément de F(X) s'écrit par (x, a) avec a dans K et x dans la 
composante Cq. Si 7 est un chemin dans F{X) entre (x,a) et {y, (3), alors Pri o 7 
est un chemin dans X entre a; et y, ce qui montre que a — (3. On en déduit que 
Pri induit une bijection sur les ttq. Soient (x, a) un élément de F{X), i > 1 un 

entier et F : (S'*,so) ^{F{X)., {x-iOl)) un morphisme. Le morphisme Pr2 o F est à 

valeurs dans l'espace discret 7ro(X), donc constant (car 5* est connexe) et prend la 
valeur Ca- Ce qui montre que F est complètement déterminé par sa projection Pri oF. 
Par suite Pri induit des isomorphismes sur les tt^. Donc Pri est une e.h.f. Lorsque 
X est 0-tronqué, les groupes Tïi{X,x) sont nuls pour i > 1, il en est de même des 
groupes 'Ki{F(X), {x,a)). D'autre part pour z > 1 les groupes 7ri{7ro{X), Ca) sont nuls 
et 7ro(7ro(X)) est en bijection avec 7ro{X). D'où Pr2 est une e.h.f. <() 

La correspondance X ^F{X) est en fait fonctorielle et par conséquent donne un 

foncteur F : n-ETS n-ETS qui envoie ^» vers F o Par suite on obtient deux 

morphismes : 

$ < — F O $ — > TTo o $ 

avec pour tout M objet de A"^, q;($m) est une équivalence d'homotopie faible et 
P{^)m en est une lorsque $m est 0-tronqué. 
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Proposition (3.3.2) : Soit $ un objet de n-ETS tel que pour tout objet M de A 
l'espace $m est 0-tronqué. Alors il existe deux équivalences d'homotopies faibles, qui 
sont fonctorielles en $ / 

Preuve : Montrons la proposition par récurrence sur n. 
Pour n = 1 il suffit d'appliquer le Théorème (3.1.5) aux deux morphismes : 

/3(<ï.) 

$ < r O <P > TTo O $ 

qui donne alors deux équivalences d'homotopies faibles : 

^ jm^ ^^^^ ^ 

Supposons la proposition vraie jusqu'à un rang n, et soit $ un objet de (n+l)-ETS. 
En appliquant l'hypothèse de récurrence à et en utilisant la fonctorialité de $ en 
m on obtient deiix morphismes dans la catégorie 1-ETS : 

7^n$ .2^^:^ 7^nF o $) -2^^^ 7^n7^o o $) 

et puis par le Théorème (3.1.5) on obtient : 



Proposition (3.3.3) : Soit $ tin objet de n-ETS tel que pour tout objet M de A"' 
l'espace $m soit i-tronqué avec i > 1. Alors pour tout N objet de A"'^^ l'espace 0$^^ 
est (i-1) -tronqué. 

Preuve : Soient $ un objet de n-ETS et (M, m) un objet de A" x A. L'ensemble 
$M est un espace toplogique, donc est un espace simplicial de Segal et en 

particulier on a une e.h.f : 

Donc il suffit de montrer que := (0$J^^)^ est (i+l)-tronqué. 
Remarquons d'abord que : 

*i= II Ch^'y{^M) et ^^{x,y) = Ch-'y{^M) 

La composition des chemins permet de construire, chaque fois qu'on a un chemin g 
dans ^i{x,y), une équivalence d'homotopie : 

^i{x,y) yLacet^'i^M) où Lacet^($^) = C/i^'^^^) 
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Soit / un élément de ^i{x,y), alors Laœt^{'^i) = Laœt^ {'^i{x,y), ce qui montre 
qu'on a une équivalence d'homotopie : 

Lacet ( * 1 ) > Lacets f (hacet'' ( $ m ) ) 

En particulier, pour tout entier > 1 le groupe Tij-i^i-, /) est isomorphe à TTk-\-i{^Mi x) 
et 7ro(*i(a;,y), /) isomorphe à7ri($M,a;). 

Remarque (3.3.4) : Lorsqu'on pose <è = Q'^X dans la Proposition (3.3.2) on 
obtient le diagramme d'équivalences d'homotopie faibles suivant : 



7^"(Fofi^X) 



7^"(7^o o ÇrX) 



X 



ce qui montre qu'on a deux équivalences d'homotopie faibles, fonctorielles en X : 

X < J^n{X) > \Iln{X)\ 

7 

OÙ J-'n{X) = 1Z'^{F O Çf^X). Les espaces JF„(X) et | Iiri{X) \ sont des réalisations 
géométriques, donc des CW-complexes et par suite 7 est une équivalence d'homotopie. 
Lorsqu'on regarde ce diagramme dans la catégorie n-Ho-Top, l'inverse de 7 permet 
d'obtenir un isomorphisme de | n„(X) | vers X compatible avec la fonctorialité en X 

(3.4).— LES n-GROUPOIDES $ ET n^d $ |) DANS n-Ho-Gr : 

Dans ce paragraphe on va traiter la deuxième étape qui consiste à construire 
pour tout n-groupoïde ^» une équivalence extérieure entre ^» et n„(| $ |) et qui va 
correspondre à un isomorphisme dans la catégorie n-Ho-Gr. Soit ^» un n-groupoïde. 
On peut construire de façon naturelle un morphisme 



£:$ ^n,(|$|) 

défini pour tout objet M de A"' par : 

' W\m ^ 1*1 

avec 

a > C^{a):=J x > \{a,x) 
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Montrons d'abord que ce morphisme est bien défini c.à.d que / est un élément de 
I $ Soient (mi, • • • , m„) un objet de A"^ et 1 < /c < n un entier, et posons : 

AT = (mi, • • • ,mfc_i) 5 = (m^+i, • • • , m^) 

7 = /iv X /[o] X Ôq 7o = -fiv X /[o] X eog 

a = In X Si X Is avec < i < rrik 

Oh. ôi est l'appUcation qui envoie vers i et cq^ est l'unique application de S vers O5. 
Soient les diagrammes : 

N X [mk] X S < AT X [0] X ;S > AT x [0] x O5 

70 

7" 

X R"^" X R^ < — R^ xR^ X R^ ' ) x R^ x R^ 

7o 

/ 

/ 7 



^N,mk,S ^ ^N,0,S ] *Ar,0,Os 

Comme $ est un n-groupoïde, le foncteur $7v est constant donc ^n,o,s — ^7V,o,Os 

7' = 7o = ^t^*^.o,Os • 

Soit (a,(a;,5;'(l),y)) eiî^xi?-'^ xiî^donc /(a;, (1), y) =| (a, (a;, (1), y)) |. 

(a, (a;,(J-(l),y)) = (a,a{x,l,y)^ 

= (7'a'o, (Is, 1,2/)) 
~ (^«'0,7" (15,1, y)) 

= («'o, (5o^(l),l,2/)) 
~ (a,a"((^o^(l),l,y)) 



On en déduit que f{x,ôj^{l),y) = /((5og (1), 5^ (1), y) ne dépend pas de x et ce ci 
pour tout 1 < A; < n, ce qui montre que / est bien dans | ^ |jv^- On veut prouver 
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par récurrence sur n que le morphisme £ est une n-équivalence extérieure. Donc 
on aimerait bien savoir si une n-équivalence extérieure peut se déduire d'une (n-l)- 
équivalence extérieure. D'abord pour un n-nerf $ et pour tout couple d'objets {x, y) 
de on désigne par ^i{x,y) la (n-l)-pré-catégorie définie pour tout objet M de 
A"-i par : 

$i(a;,y)(M) := $i,M(a:,y) = {(7 e $i,M | ô'^ia) ^ x et ô[{a) ^ y} 
avec 5- = (5i X /^)' : $i,M ^ ^o,m = 

Il est aisé de voir que y) est muni d'une structure de (n-l)-nerf induite par celle 

de $1 ; c'est le (n-l)-nerf des flèches de $ qui ont pour source et but respectivement 
X et y. Lorsque $i est un (n-l)-groupoïde il en est de même pour ^i{x,y). 

Proposition (3.4.1) : Un morphisme F : $ >^ entre n-groupoïdes est une 

n-équivalence extérieure si et seulement si : 

(i) l'application ttq{F) : 7ro($) moi"^) est surjective. 

(a) Pour tout X, y dans Ob{^) : 

Fi{x,y):^i{x,y) > ^i{F{x), F{y)) 

est une (n-1 )-équivalence extérieure. 

Preuve : Remarquons d'abord que (ii) montre que 7ro(-F) est aussi injective. 
D'après la proposition (2.2.4)dans [11], une n-équivalence extérieure entre deux 
groupoïdes se traduit par des isomorphismes entre leurs groupes d'homotopies. 
Pour tout X, y objets de $ et tout / objet de Ci{^){x, y) avec 2 < z < n on a : 

7ro($i(x,2/)) = T— = (T— = ifomc,($)(x,2/) ~ 7ri($,x) 

= T-^$,(,_,,(x,y) = Ci{^){x,y) 

M^,f) = T^i-ii^iix,y),f) 

L'axiome (ii) est équivalent de dire que F induit des isomorphismes sur les tt^ pour 
1 < i < n, ce qui montre la proposition. <C> 

Soit $ une n-pré-catégorie. On désigne par P$ l'espace topologique simplicial défini 
pour tout m par : (P$)^ = W'^^rn- On a alors TIV^ = ~| $ |. 

Proposition (3.4.2) : (i) Soit $ un n-groupoïde, alors est un espace simplicial 
de Segal avec : 

T{tvo{V^)) = T'^^ et 7ro(P$) ~ T"-i$ 

(ii) Soit F : $ une n-équivalence extérieure entre n-groupoïdes, alors le 

morphisme TZ^F : TZ^^ ^TZ^"^ est une équivalence d'homotopie faible. 

Preuve : On va montrer la proposition par récurrence sur n. 
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Cas n = 1 : Un groupoïde $ est en particulier un espace simplicial de Segal lorsqu'on 
considère la topologie discrète sur les ensemble On a P$ = $ et 7ro($) = $ , 
d'où T(7ro($)) = r$. 

Soit F : $ >^ une 1-équivalence extérieure entre groupoïdes. Donc pour tous x, y 

objets de $ on a : 

Fi(x,y) : ^iix,y) > ^i{x\y') 

est une bijection, considérée comme homéomorphisme par la topologie discrète. 
D'après le Théorème (3.2.1) de Segal, on a deux e.h.f : 

^i{x,y) > CN'^y{n^) 

■^i{x' ,y') > Ch'^'^y {n^) 

qui rendent commutatif le diagramme suivant : 



^i[x,y) > ^i[X,y) 



et qui induisent un diagramme commutatif sur les tt^ pour z > 0. Ce qui montre que 
TZF induit des isomorphismes sur les tt^ pour i > 1. D'autre part on a le diagramme 
commutatif suivant : 



7^o(7^$) 



7ro(7^F) 



7^o(7^*) 



qui entraîne que nQ{TZF) est une bijection et par conséquent TZF : 7^$ >7^\1/ est 

une e.h.f. Supposons la proposition vraie pour n et montrons qu'elle l'est pour n+1. 

Soit F : $ une (n+l)-équi valence extérieure entre (n+l)-groupoïdes. Pour tout 

entier m > 2, on applique l'hypothèse de récurrence à la n-équivalence : 

on obtient l'e.h.f : 
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Lemme (3.4.3) : Si $ est un espace topologique n-simplicial, alors pour tout entier 
m>2 le morphisme 6'($) dans le diagramme commutatif suivant : 



m) 



7^^-l$lX , ■■■X , 7^"-^$ 



n—l. 



est une équivalence d'homotopie faible (e.h.f). 

Preuve : On sait que si et L sont deux ensemble simpliciaux, l'application 

continue 9 : TZ{K x L) >1Z{K) x Ti{L) possède une application inverse qui est 

continue sur toute cellule produit de 'R-{K) x TZ{L) ( J. Peter May [2]). Cette situation 
montre que 9 induit des isomorphismes sur les groupes d'homotopies et on conclut que 
9 est une e.h.f. Un raisonnement analogue, qui tient compte de la topologie, permet 
de prolonger cela à un produit fibré fini d'espaces topologiques simpliciaux. On en 
déduit que le Lemme est vrai pour n = 2. Supposons le Lemme vrai pour n > 2 
et montrons qu'il est vrai pour n+1. Soit $ un espace topologique (n+l)-simplicial 
simplicial. En appliquant l'hypothèse de récurrence à l'espace topologique simplicial 
TZ^, on obtient une e.h.f : 

n^-\n^^x^,^ . . . x^,n^,) n^^.x^.^^ ■ ■ ■ x^^^n^^. 

D'autre part, pour tout M objet de A"'"-'^, on applique l'hypothèse de récurrence à 
l'ensemble simplicial $i m on obtient une e.h.f : 



^($i,mX^^ •••x*o ^7e$i,MX •••X 



1,M 



Comme fj,,^ est fonctoriel en M, on lui applique le Théorème (3.1.5) (Bousfield-Kan 
[BK]) (n-l)-fois, ce qui donne une e.h.f : 

^"($ix,, • • • x,^$i) ^"^^^ ^ n-\n^,x^,^ . . . x^,n^,) 

Le composé 9{Tl^) olZ^^n) = é'($), et par conséquent é'($) est une e.h.f <C> 
D'après le Lemme (3.4.3) et en remarquant que TZ^^rn — (^^)m on voit que : 

est une e.h.f. On en déduit que vérifie l'axiome (ii) de Segal. 

L'espace (P$)o — | $o |= ^o„+i car le foncteur $o est constant, d'où l'axiome (i) de 
Segal. 

Montrons maintenant que : T(7ro('P$)) = T'^'^^^ , et pour cela on pose : 
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A = 7ro{V^) et B = 7ro{V{T^)) 

D'après l'hypothèse de récurrence P(T$) est un espace simphcial de Segal, donc B 
est un groupoïde et TB = T"+^$. 

7^-$o = [^7^'^-'$o,mXi^"^]'-=7^"-l$o,o car ($o,m = $o,o) 

m 

alors TA = [7^"$o]'~^ = [7e"-i$o,o]~ ^TB = T"+i# 
En vertu du Théorème de Segal on a les isomorphismes : 

A{m) = TToinV^m) > r[7ro(P$m)] 

Et par hypothèse de récurrence on a : 

T[7roiV^m)] = T^^m 

On en déduit que A ^ et par suite satisfait les axiomes (i) et (iii) de Segal 
(c'est alors un espace simplicial de Segal). Montrons maintenant que le morphisme 
jin+ip . -jin+i^ .7^"+l^' est une e.h.f. 

Comme F : $ >\E' est une (n+l)-équi valence extérieure, cela implique d'après la 

Proposition (4.3.1) que pour tout x,y dans Ob($) : 

Fi{x,y) : ^i{x,y) > *i(x ,y ) 

est une n-équivalence extérieure, et par l'hypothèse de récurrence une e.h.f : 

7^"Fl(a;,y) :7^"$l(a;,y) > 7^"*l(a;', y') 

D'après le Théorème de Segal et la Proposition (3.4.2), appliqués à on a d'une 
part un diagramme commutatif : 

= r(7ro(P$)) > 7^o(7^"+l$) 

l 7ro(7e"+iF) 

T^* = T(7ro(P*)) > 7^o(7^^+^*) 

qui entraîne que iroiJZ^'^^ F) est une bijection. 

Et d'autre part, comme 7^"$i(a;, y) = (P<ï>)i(a;, y), le morphisme F : $ induit 

un morphisme P$ : >V^ et puis un diagramme commutatif : 
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e.h.f e.h.f 

lequel induit des isomorphismes sur les tt^ pour i > 0, ce qui montre que TZ^^^F induit 
des isomorphismes sur les tTj pour i>l. Par conséquent TZ^^^F est une e.h.f. 



Proposition (3.4.4) : Soient f : X >Y une équivalence d'homotopie faible, 

n > 1 un entier et $ un n-groupoïde. Alors on a : 

(i) Le morphisme n^(/) : n„(X) ^ li^iY) est une n-équivalence extérieure. 

(a) Le morphisme C : $ > n„(| $ |) est une n-équivalence extérieure. 

Preuve : On va effectuer pour cela une récurrence sur n. 

(a) Cas n=l : (i) Si / : X >Y est une e.h.f alors elle induit une bijection sur entre 

les TTo et des isomorphismes entre les tt^ pour i > 1. D'après le Théorème (2.4.4) du 
chapitre 2 , pour tout x dans X il existe un isomorphisme de groupes : 

7ri(ni(X),a;) > tt^{X,x) 

fonctoriel en X. Et comme T{Jli[X)) — 7ro(X), on déduit que ni(/) est une 1-e.h.f. 

(ii) Un groupoïde $ est en particulier un espace simplicial de Segal munit de la 
topologie discrète. Donc d'après le Théorème de Segal on a : 

T$ = T(7ro o $) . TTod $ I) = T(ni(| $ D) 

est une bijection et pour tout objets j/ de $ on a une e.h.f : 

$i(x,y) . C/i^'î'd $ I) 

et puis une bijection 

$i(a;,y) = M^i{x,y)) ^ 7ro(C/i-'ni ^ D) = Hid $ |),(x,y) 

ce qui montre d'après la Proposition (4.3.1) que C : ^ Ilid ^> |) est une 1- 

équivalence extérieure. 

(b) Supposons la Proposition vraie pour n et montrons qu'elle l'est pour n+1. 

(ii) Soit $ un (n+1) -groupoïde. On sait que P$ est un espace de Segal donc pour 
tout couple {x, y) d'objets de $ on a un isomorphisme et une e.h.f : 

I ^,ix,y) I ^ iVmx,y) ""-^ I $ Mx,y) 
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Soit A le morphisme composé des deiix morphismes ci-dessus, il est défini comme 
suite : 

y{a^,u^) e^i,M{x,y) X avec M e 06(A") on pose w=\{a^,u^)\ 



donc 



X{w) : R > I $ I {x,y) 

t ' I {a^,{u^,t)) I 



Considérons maintenant le diagramme dans la catégorie n-Gr suivant 



Iln{\^\),{x,y) 



nn(l*i(a^,z/)l) 

n„(A) 

n,((n|$|)j(x,2/) 



Dans le diagramme ci-dessus les morphismes C' , n„(A) sont des n-équivalences 
extérieures par hypothèse de récurrence et Fi est un isomorphisme d'après la preuve de 
la proposition (3.2.1). En explicitant ces trois morphismes on montre que le diagramme 
(D) est commutatif, ce qui entraîne que Ci{x,y) est une n-équivalence extérieure. 

Le diagramme (D) est commutatif si et seulement si pour tout objet M de A"^ le 
diagramme {D)^^ suivant est commutatif : 



^i,M{x,y) 



t^i,M{x,y) 



^ I {x,y) 



n„(A)M 



{n\^\)^^^{x,y) 



Soit T e $i,M(a;, y) donc 

r : R^ xR ■ 
{a,t) ■ 



ou 



Fi,M o Un{X)M o C'm{t) = r 



I (r, {a,t)) 



Donc r = jCi^Mix,y){T). Ce qui montre que {D)j^ est commutatif et par suite (D) 
est commutatif. 



Par ailleurs on a un diagramme commutatif 
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rpn-\-l n 

yn+l^ ^ ^^(1 ^ I) 



T(7ro(P$)) 



7ro(7^(P$)) 



car est un espace de Segal et Tl{V^) homéomorphe à | $ |. Donc C est une 
(n+l)-équivalence extérieure. 

(i) Soit / : X >Y une e.h.f. Donc pour tout x,y dans X on a une bijection 

7ro(/) : TTo{X) >TTo{Y) et une e.h.f : 



{nx),{x,y) 



{nY)^{x',y') où x = f{x) et y' = f{y) 



Par application de l'hypothèse de récurrence on obtient une n-équivalence extérieure 



Ur,mX)^{x,y)) 



Ur,{{nY),{x ,y)) 



Considérons le diagramme suivant : 



Un{{nX)^{x,y)) 



Un+i{X)^{x,y) 



n„+i(£)i {x,y) 



Ur,{{nY),{x',y')) 



Un+i{Y)^{x' ,y' 



où les flèches verticales sont des isomorphismes. La commutativité de ce diagramme 
permet de conclure que n^_|_i(£)^ (x, y) est une n-équivalence extérieure. 

Soit M un objet de A"^, on va diécrire le diagramme (E),^ suivant par deux chemins 
diflFérents : 



{nX)^Jx,y) 



inY)^Jx,y) 
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a > a' > cr" 

Les représentants a et cr" sont définis comme suit : 

a' = ho a et a" (a, t) = cr' (a) (t) pour tout (a, t) dans i?-'^ x R 
par l'autre chemin on a : 

JnX)^Jx,y) > X,^^{x,y) > Y,^^{x\y') 

a > Wï > W2 

où cette fois les représentants cri et cr2 sont définis par : 

^2 = / ° en et cri(a,t) = a{a){t) pour tout {a,t) dans x R 

Or a{a,t) = a'(a)(t) = /i[a(a)](t) = /[a(a)(t)] = /ki(a)(t)] = ^2(0,*) 

Donc le diagramme {E)^^ est commutatif et puis (E) est commutatif. D'autre part la 
bijection 7ro(/) coïncide avec l'application : 

T-+i[n„+i(/)] : T^+'[Un+i{X)] > T^+'[Un+i{y)] 

On en déduit alors d'après la Proposition (3.4.1) que n„+i(/) est une (n+l)- 
équivalence extérieure. 



Conclusion et preuve du Théorème (3.0) : 

Au chapitre 2 nous avons construit les deiix foncteurs : 

^ n„( ) 

n — lop > n — Gr 

< 

I I 

réalisation géométrique | | et n-groupoïde de Poincaré Iln{ )• Au cours de ce chapitre 
nous avons pu étudier leur comportement et on peut conclure les résultats suivant : 

(i) Si / : X est une e.h.f alors n„(/) : Tln{X) >n„(y) est une n-équi valence 

extérieure. 

(ii) Si (j) : $ est une n-est une n-équivalence, alors | |:| $ | ^ | $ | est une 

e.h.f 

ce qui permet de dire que les foncteurs ci-dessus induisent des foncteurs sur les 
catégories localisées : 
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n — Ho — Top > n — Ho — Gr 

' n 

D'autre part on a des isomorphismes naturels : 

$ > n„(| $ I) dans n-Ho-Gr 

I Iln{X) I > X dans n-Ho-top 

qui sont compatibles avec la fonctorialité en $ et en X respectivement. Donc les 
foncteurs n„( ) et | | induisent une équivalence entre les catégories n-Ho-Gr et n-Ho- 
top. 
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